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Résumé

Des efforts considérables en recherche ont été dé-
ployés pour la conversion d’une instance CSP non-binaire
en une instance CSP binaire équivalente. Ces travaux
peuvent être subdivisés en deux. Les premiers ont été
consacrés à l’étude du codage binaire des instances non-
binaires. Trois codages ont été proposés à savoir le co-
dage dual, le codage par variables cachées et le codage
double. Malheureusement, ces codages ne permettent
pas d’utiliser des propriétés et des résultats intéressants
restrictifs au cas binaire. Les deuxièmes consistent à
transformer chaque contrainte non-binaire en un en-
semble de contraintes binaires, l’instance obtenue est
appelée primale. Malheureusement, cette transformation
ne préserve pas la satisfiabilité.

Dans cet article, nous proposons deux conditions
dont la présence garantit de pouvoir remplacer une
contrainte non-binaire en un ensemble de contraintes
binaires, tout en préservant la satisfiabilité. Une étude
expérimentale prouve que notre approche n’est pas ar-
tificielle puisque certains benchmarks ternaires peuvent
être transformés en instances binaires équivalentes et par
la suite être efficacement résolues par des algorithmes de
l’état de l’art comme MAC.

Abstract

Considerable research efforts have been focused on
the translation of non-binary CSP into an equivalent bi-
nary CSP. Most of this work was devoted to studying
the binary encoding of non-binary CSP. Three enco-
dings have been proposed namely dual encoding, hid-
den variable encoding and double encoding. Unfortuna-
tely, such encodings do not allow to use some properties
and interesting results defined only for the binary case.

∗Ce travail est soutenu par l’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

Another work consists in transformating each non-binary
constraint into a set of binary constraints, the obtained
CSP is called primal. Unluckily, this transformation does
not preserve satisfiability.

In this paper, we will propose some conditions, if
they hold, a non-binary constraint can be decomposed
into a set of binary constraints while preserving satisfia-
bility. An experimental study proves that our approach
is not artificial since some ternary benchmarks can be
transformed into equivalent binary instances and effec-
tively solved by MAC.

1 Introduction

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP,
[21]) constitue un formalisme important pour exprimer
et résoudre efficacement plusieurs problèmes du monde
réel. La majorité de ces problèmes s’expriment sous la
forme d’instances CSP d’arité quelconque. Théorique-
ment, il est bien connu que toute instance d’arité quel-
conque peut être transformée en temps polynomial en
instance binaire. Pour ce fait, nous avons principale-
ment deux approches : soit en utilisant un des codages
binaires connus tel que le codage dual [8], le codage
par variable cachée [9] et le codage double [24] ou en
convertissant (on dit aussi en décomposant) chaque
contrainte non-binaire en un ensemble de contraintes
binaires [8].

La première approche consiste à définir des nouvelles
contraintes binaires sans convertir les contraintes ori-
ginelles. Elle est basée sur les codages binaires, inspi-
rés des représentations graphiques des instances non-
binaires, pour obtenir une instance binaire équivalente
sans décomposer aucune contrainte originelle (ou sa
relation associée). Malheureusement, aucun de ces co-



dages n’a permis d’utiliser explicitement certaines pro-
priétés intéressantes, comme la substitution et l’inter-
changeabilité [14] ou quelques autres qui portent sur
l’identification de classes polynomiales ou l’applica-
tion de certaines cohérences. En effet, appliquer cer-
tains niveaux de cohérences [25, 1] ou prouver l’ap-
partenance à certaines classes polynomiales [6] de cer-
taines instances non-binaires est souvent NP-difficile,
ceci est peut être dû à la non-conversion de contraintes
non-binaires. La seconde approche vise à décompo-
ser toutes les contraintes non-binaires en un ensemble
de contraintes binaires. Naturellement, cette approche
n’a pas été développée par la suite vu qu’elle ne pré-
serve pas la satisfiabilité.

Récemment, certains travaux ont montré l’intérêt de
l’utilisation d’une version binaire des instances non-
binaires d’un point de vue graphique [11]. En effet,
la microstructure [19] d’une instance non-binaire exige
l’utilisation des hypergraphes alors qu’une instance bi-
naire peut être représentée par un graphe simple. Dans
la littérature, la théorie des graphes s’avère être plus
riche que celle des hypergraphes et l’utilisation de ces
derniers semble être plus compliquée que les graphes.
En plus, il est plus simple de calculer certains pa-
ramètres graphiques comme la largeur ou de vérifier
quelques propriétés telle que l’acyclicité d’un graphe
plutôt qu’un hypergraphe. Par ailleurs, certains autres
travaux ont prouvé que l’extension de quelques classes
polynomiales aux instances non-binaires peut être ef-
ficacement réalisée en utilisant les microstructures ba-
sées sur les codages binaires [10]. Cette tâche reste
difficile à accomplir avec la définition de Cohen [3] qui
s’appuie sur le complément d’un hypergraphe et qui ne
se réfère pas aux codages binaires. En fait, cette notion
pose plusieurs questions dont la principale consiste à
savoir s’il faudrait considérer toutes les hyperarêtes
qui correspondent aux relations universelles, à l’image
de la notion de complémentaire de graphe dans le cas
binaire. Mais dans ce cas, la taille de l’hypergraphe
serait potentiellement exponentielle en fonction de la
taille de l’instance.

Dans ce papier, nous nous intéressons à la conversion
des contraintes non-binaires en contraintes binaires en
préservant la satisfiabilité. Pour cela, nous allons dans
un premier temps nous référer à la théorie des bases de
données relationnelles pour définir une première règle
pour la décomposition d’une contrainte en un ensemble
de contraintes binaires sans perte de satisfiabilité. Pour
le cas ternaire (instance d’arité trois), nous montrerons
que chaque contrainte satisfaisant cette règle peut être
remplacée par deux contraintes binaires. Dans un se-
cond temps, nous allons introduire une nouvelle règle,
différente de la première, pour décomposer aussi les
contraintes non-binaires, en préservant la cohérence.

Pour le cas ternaire, une telle contrainte sera décom-
posée en trois contraintes binaires. Une partie de ce
travail sera consacrée à étudier des propriétés autour
de la décomposition, comme la complexité et la rela-
tion avec certaines classes polynomiales existantes.

Dans la section suivante, nous rappelons certaines
définitions et notations nécessaires qui seront par la
suite utilisées dans le reste de ce papier. Dans les sec-
tions 3 et 4, nous proposerons les deux règles permet-
tant la décomposition des contraintes sans modifier la
cohérence du problème de départ. En plus de certains
résultats théoriques, notre étude est accompagnée de
quelques résultats expérimentaux prouvant l’applica-
bilité de notre approche et certains liens avec les classes
polynomiales. Avant de conclure, nous appliquons nos
règles sur certaines contraintes bien particulières tel
que les contraintes globales.

2 Préliminaires

Le problème de satisfaction de contraintes constitue
un formalisme important pour exprimer et résoudre
efficacement plusieurs problèmes réels en intelligence
artificielle et en recherche opérationnelle.

Formellement, une instance CSP est définie comme
suit :

Définition 1 (instance CSP) Une instance CSP
est un triplet I = (V,D,C), où V = {V1, ..., Vn} est un
ensemble fini de n variables, D = {D1, ..., Dn} est un
ensemble fini de domaines contenant au plus d va-
leurs, un pour chaque variable et C = {C1, ..., Ce} est
un ensemble de e contraintes. Chaque contrainte Ci

est un couple (S(Ci), R(Ci)) avec :
– S(Ci) = {Vi1 , ..., Vini

} ⊆ V , la portée de la
contrainte,

– R(Ci) ⊆ Di1 × ...×Diai
, la relation qui autorise

r tuples (compatibilité de valeurs).

Nous supposons que toute variable apparâıt au moins
dans la portée d’une contrainte. |S(Ci)| est l’arité de
la contrainte Ci (c’est-à-dire, le nombre de variables
sur lesquelles porte la contrainte ci) et elle sera no-
tée ai . Si la contrainte est d’arité deux, elle est dite
binaire et elle sera notée Cij avec S(Cij) = {Vi, Vj}.
Si toutes les contraintes d’une instance I sont binaires
alors I est dite binaire. Sinon (cas général), I est dite
non-binaire (ou d’arité quelconque). Nous signa-
lons que le cas ternaire est évoqué quand toutes les
contraintes sont d’arité inférieure ou égale à trois.

Nous continuons avec les deux notations suivantes
qui seront nécessaires pour la suite :

Notation 1 (projection d’un(e) tuple/relation)

Étant donnés une contrainte Ci, un tuple ti ∈ R(Ci)



et un ensemble de variables {Vi1 , ..., Vik} ⊆ S(Ci) :
ti[{Vi1 , ..., Vik}] = (vj ∈ ti | Vj ∈ {Vi1 , ..., Vik})
est la projection du tuple ti sur {Vi1 , ..., Vik}.
R(Ci)[{Vi1 , ..., Vik}] = {ti[{Vi1 , ..., Vik}] | ti ∈ R(Ci)}
est la projection de R(Ci) sur {Vi1 , ..., Vik}.

Notation 2 (restriction d’une contrainte)

Étant donnée une contrainte Ci, Ci[{Vi1 , ..., Vik}] est
la restriction de Ci sur {Vi1 , ..., Vik} (⊆ S(Ci)).
Si nous notons C` = Ci[{Vi1 , ..., Vik}], alors
S(C`) = {Vi1 , ..., Vik} et R(C`) = R(Ci)[{Vi1 , ..., Vik}].

Étant donnée une instance I, la question fondamen-
tale est de décider si I a une solution (une affecta-
tion d’une valeur à chaque variable de I qui satisfait
toutes les contraintes), problème bien connu comme
étant NP-complet même pour le cas binaire.

Dans [8], les auteurs ont introduits une nouvelle mé-
thode pour convertir une instance non-binaire en une
instance binaire. Malheureusement, cette transforma-
tion ne préserve pas la satisfiabilité, c’est-à-dire l’en-
semble de solutions de l’instance initiale n’est pas for-
cément égal à celui de l’instance transformée.

R(C`)
Vi Vj Vk

vi vj vk
v′i vj v′k
v′i v′j vk

R(Cij) R(Cjk) R(Cik)
Vi Vj Vj Vk Vi Vk

vi vj vj vk vi vk
v′i vj vj v′k v′i v

′
k

v′i v
′
j v′j vk v′i vk

Figure 1 – Une relation associée à une contrainte non-
binaire R(C`) transformée en trois contraintes dont les
relations sont R(Cij), R(Cjk) et R(Cik).

La figure 1 montre que les trois relations
(R(Cij),R(Cjk) et R(Cik)), obtenues après avoir dé-
composée la contrainte non-binaire C`, autorise l’af-
fectation (v′i, vj , vk) qui n’est pas autorisée par R(C`).
Par conséquent, cette conversion ne préserve pas la sa-
tisfiabilité. Dans les sections suivantes, nous propose-
rons deux conditions pour décomposer les contraintes
tout en préservant la satisfiabilité.

Pour des raisons de simplicité, nous supposons, dans
la suite, que toutes les contraintes sont données en ex-
tension. Nous rappelons que toute contrainte en inten-
sion peut être transformée en une contrainte en exten-
sion.

3 Décomposition basée sur la dépendance
multivaluée

Dans cette partie, nous illustrerons la première
règle, basée sur la dépendance multivaluée, pour dé-
composer les contraintes non-binaires en contraintes

binaires équivalentes. Dans la théorie des bases de don-
nées relationnelles, le concept de dépendance multiva-
luée a été initialement introduit par Fagin dans [13]
pour décomposer et éliminer certaines redondances au-
torisées par la forme normale de Boyce Codd [2]. Du
fait qu’une relation satisfait la dépendance multiva-
luée, elle est décomposable en deux relations sans perte
de satisfiabilité. Ici, nous appliquons cette règle sur les
instances non-binaires afin d’obtenir des instances bi-
naires.

Nous commençons par une règle permettant de dé-
composer une contrainte C` en deux contraintes d’arité
inférieure à a`. Avant cela, nous énonçons la notation
suivante :

Notation 3 Nous notons par VI un sous-ensemble
non-vide de aI variables de V ({Vi1 , ..., ViaI

} | ∀1 ≤
k ≤ aI , Vik ∈ V }). vI note le tuple (vi1 , ..., viaI

) conte-
nant une valeur pour chaque variable de VI .

Cette notation est nécessaire pour les contraintes
d’arité quelconque.

Définition 2 (dépendance multivaluée [13])
Une contrainte d’arité quelconque C` satisfait la
dépendance multivaluée (MvD pour multivalued de-
pendency) s’il existe trois sous-ensembles disjoints de
variables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪VJ ∪VK et
VI � VJ , VK et ∀vI ∈ R(C`)[VI ],∀vJ , v′J ∈ R(C`)[VJ ]
et ∀vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] tel que si
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`)
• (vI , v

′
J , v

′
K) ∈ R(C`)

alors,
• (vI , v

′
J , vK) ∈ R(C`) et

• (vI , vJ , v
′
K) ∈ R(C`)

Dans ce cas, nous pouvons noter VI � VJ , VK . Une
instance non-binaire I = (V,D,C) satisfait la dépen-
dance multivaluée si chaque contrainte d’arité quel-
conque C` ∈ C satisfait MvD.

Plus clairement, satisfaire MvD permet de décompo-
ser une contrainte C` en deux contraintes équivalentes
d’arité inférieure à a`.

Proposition 1 Si une contrainte d’arité quelconque
C` satisfait MvD, alors elle est décomposable en deux
contraintes C ′

` et C ′′
` d’arité inférieure à a` en préser-

vant la satisfiabilité.

Preuve : (par l’absurde) Soit C` une contrainte d’arité
quelconque qui satisfait MvD, nous prouvons par l’ab-
surde que la décomposition de contraintes MvD pré-
serve la satisfiabilité. Donc, nous supposons qu’il existe
une affectation A qui ne viole aucune des nouvelles
contraintes (obtenues après décomposition) sans satis-
faire la contrainte originelle C`. Comme C` satisfait



MvD, il existe trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et
VI � VJ , VK . Ainsi, nous pouvons exprimer A comme
(vI , vJ , vK). Comme A viole C`, nous devons évidem-
ment avoir deux tuples t1 et t2 appartenant à R(C`)
tel que

– t1[VI ] = vI , t1[VJ ] = vJ et t1[VK ] = v′K ,
– t2[VI ] = vI , t2[VJ ] = v′J et t2[VK ] = vK .

Nous précisons que vK doit absolument être différent
de v′K (pareillement pour vJ et v′J) sinon A ne viole
pas C`. Dans cette direction, nous avons
• (vI , vJ , v

′
K) ∈ R(C`)

• (vI , v
′
J , vK) ∈ R(C`)

Or, par définition de MvD, nous aurons
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`) (1) et
• (vI , v

′
J , v

′
K) ∈ R(C`) (2).

Finalement, (1) contredit notre hypothèse. Par consé-
quent, la décomposition de contraintes MvD préserve
la satisfiabilité. 2

Sémantiquement, une contrainte C` est décompo-
sable s’il existe deux sous-ensembles de variables non-
disjoints X,Y ( S(C`) tel que R(C`) est la jointure
de R(C`)[X] et R(C`)[Y ].

Exemple 1 Cet exemple illustre le cas d’une
contrainte C` d’arité quatre et sa relation asso-
ciée. En considérant VI = {Vi, Vm}, VJ = {Vj} et
VK = {Vk}, C` satisfait MvD, donc elle est décom-
posable en deux contraintes C ′

` et C ′′
` . Les tables

ci-dessous représentent les relations R(C`), R(C ′
`) et

R(C ′′
` ).

R(C`)
Vi Vm Vj Vk

vi vm vj v′k
vi vm v′j vk
vi vm v′j v′k
vi vm vj vk
v′i v′m vj vk

R(C ′
`) R(C ′′

` )
Vi Vm Vj Vi Vm Vk

vi vm vj vi vm vk
vi vm v′j vi vm v′k
v′i v

′
m vj v′i v

′
m vk

Pour le cas ternaire, satisfaire la dépendance mul-
tivaluée garantie la décomposition de la contrainte en
deux contraintes binaires sans perte de satisfiabilité.

D’une façon générale, être MvD permet la décom-
position d’une contrainte d’arité quelconque en deux
contraintes d’arité inférieure à celle de la contrainte
originelle et qui ne sont pas forcément toutes les
deux binaires. Pour cela, nous définissons une nou-
velle forme récursive de la dépendance multivaluée qui
permettra de décomposer les contraintes d’arité quel-
conque en un ensemble de contraintes binaires équiva-
lentes.

Définition 3 (dépendance multivaluée décrémentale)
Une contrainte C` d’arité a` ≥ 3 satisfait la dé-

pendance multivaluée décrémentale (DMvD pour
decremental multivalued dependency) si

1. il existe trois sous-ensembles disjoints de variables
VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C`

satisfait MvD

2. aI + aJ ≥ 3 alors C`[VI ∪ VJ ] satisfait DMvD.

3. aI + aK ≥ 3 alors C`[VI ∪ VK ] satisfait DMvD.

Une instance non-binaire I = (V,D,C) satis-
fait la dépendance multivaluée décrémentale si chaque
contrainte non-binaire C` ∈ C est DMvD.

Nous devons maintenant montrer que satisfaire
DMvD permet à la contrainte d’être remplacée par
un ensemble de contraintes binaires équivalentes. In-
tuitivement, et d’après la définition précédente, si une
contrainte C` satisfait DMvD, elle sera récursivement
décomposée selon la proposition 1 en commençant
par décomposer C` en deux contraintes équivalentes
d’arité inférieure à celle de C` et nous continuons
avec les nouvelles contraintes jusqu’à l’obtention de
contraintes binaires. Le théorème suivant montre que
cette règle de décomposition préserve la satisfiabilité.

Théorème 1 Si une contrainte C` est DMvD, alors
elle est décomposable en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

Preuve : (par induction) Il est clair que DMvD est
définie récursivement en respectant MvD. Donc, nous
allons prouver par induction que quelles que soient la
contrainte C` et son arité a`, si C` satisfait DMvD alors
elle sera décomposée en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

– cas de base : pour a` = 3, nous pouvons consta-
ter d’après le théorème 1 que si une contrainte
ternaire satisfait MvD, alors elle est décomposable
en deux contraintes d’arité inférieure (obligatoire-
ment 2) sans perte de satisfiabilité.

– hypothèse d’induction : nous supposons que
les contraintes DMvD avec une arité a` ≤ p − 1
sont décomposables en un ensemble de contraintes
binaires sans perte de satisfiabilité.

– cas inductif : nous prouvons que c’est le cas
aussi quand a` = p. Comme C` est DMvD, elle
est donc décomposable en deux contraintes C ′

` et
C ′′

` sans perte de satisfiabilité, chacune a une arité
inférieure à p. Nous avons aussi supposé que lors-
qu’une contrainte satisfait DMvD et son arité est
inférieure à p, elle est décomposable en un en-
semble de contraintes binaires en préservant la
satisfiabilité.

DMvD préserve la satisfiabilité quelle que soit l’arité
de la contrainte. 2

Nous étudions maintenant la complexité de vérifi-
cation de cette propriété et nous montrons qu’elle est



polynomiale seulement quand les trois sous-ensembles
disjoints VI , VJ et VK sont donnés à l’avance.

Proposition 2 Étant donnés une contrainte C` et
trois sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et
VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK , vérifier si C` satisfait
DMvD par rapport aux trois sous-ensembles disjoints
VI , VJ et VK peut être réalisé en temps polynomial.

Preuve : Pour trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK donnés tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪
VK , nous aurons besoin de O(a`.r

2.log(r)) pour véri-
fier si la contrainte C` satisfait DMvD.

– r2 pour énumérer les tuples,
– log(r) pour tester l’appartenance des tuples à la

relation associée à la contrainte,
– a` ou plus précisément a` − 2 pour appliquer ré-

cursivement le test sur les nouvelles contraintes.
La complexité de la décomposition est O(r.a2

`) :
– r pour parcourir les tuples de la contrainte C`,
– a2

` ou plus précisément a`(a`−1)/2 qui correspond
au nombre maximal de contraintes binaires.

Par conséquent, vérifier si une contrainte satisfait
DMvD et par la suite la décomposer est réalisable en
temps polynomial. 2

La contrainte C` de l’exemple 1 satisfait DMvD
parce que C ′

` et C ′′
` sont d’arité trois et sont MvD.

Pour le cas ternaire, cette propriété peut évidem-
ment être vérifiée en temps polynomial et il existe un
algorithme (Algorithme 1) en O(er2.log(r)) pour vé-
rifier si une instance ternaire I pourrait être transfor-
mée en une instance binaire équivalente en respectant
la propriété MvD. La décomposition d’une contrainte
MVD nécessite un temps linéaire O(r) (O(er) pour
décomposer toutes les contraintes).

Algorithm 1: Tester si les contraintes d’une instance

ternaire sont décomposables

function Tester Decomposition(I = (V,D,C) : CSP) : Booléen
foreach C` ∈ C avec S(C`) = {Vi, Vj , Vk} do

if (not TESTER CONTRAINTE(C`,Vi, Vj , Vk)) et
(not TESTER CONTRAINTE(C`,Vj , Vi, Vk)) et (not
TESTER CONTRAINTE(C`,Vk, Vj , Vi)) then

return faux

return vrai
end function
function Tester Contrainte( C` : Contrainte, Vi, Vj , Vk :
Variable) : Booléen
for t`, t

′
` ∈ R(C`) avec t`[{Vi}] = t′`[{Vi}] do

if ((t`[{Vj}] 6= t′`[{Vj}]) et (t`[{Vk}] 6= t′`[{Vk}]))
then

if (((t`[{Vi}], t′`[{Vj}], t`[{Vk}]) /∈ R(C`)) ou
((t`[{Vi}], t`[{Vj}], t′`[{Vk}]) /∈ R(C`))) then

return faux

return vrai
end function

Nous pouvons immédiatement constater qu’une
nouvelle classe polynomiale pourrait être définie pour

les instances ternaires bivalentes 1.

Proposition 3 La classe des instances ternaires bi-
valentes qui satisfont MvD est polynomiale.

Preuve : Dans [15, 4], une classe polynomiale pour
CSP est un ensemble (fini ou infini) d’instances pour
lesquelles il existe deux algorithmes de complexité po-
lynomiale, un premier pour la reconnaissance d’ins-
tances et un second pour les résoudre. Comme nous
l’avons mentionné auparavant, O(er2.log(r)) est suf-
fisant pour vérifier si une instance ternaire satisfait
la MvD. Pour la résolution, nous commençons par
convertir l’instance en instance binaire, ce qui nécessite
O(er) en temps. Ensuite, nous savons que les instances
binaires bivalentes définissent une classe polynomiale
[7] dont la cohérence de chemin est une procédure de
décision. Donc, il faut O(n3d3) pour appliquer PC-4
[17] afin d’avoir une instance globalement cohérente
[7]). 2

Nous avons effectué une étude expérimentale sur
701 instances ternaires de la la compétition CP 2 pour
tester l’applicabilité de notre approche en pratique.
Finalement, nous avons obtenu un total de résultats
pour 581 instances, nous précisons que nous avons fixé
une durée d’une heure pour chaque benchmark et que
notre bibliothèque ne couvre pas les instances avec
des contraintes globales. 72 benchmarks ont été dé-
tectés comme étant MvD parmi lesquels nous pouvons
citer les familles pseudo/primeDimacs, pseudo/par,
pseudo/garden et pseudo/aim. Nous notons que tous
ces benchmarks appartiennent à la classe polynomiale
définie dans la proposition 3. De plus, la version trans-
formées de ces benchmarks est mieux résolue par
MAC[22] que celui de la version ternaire (y compris
le temps de décomposition).

La table 1 montre quelques autres résultats des
benchmarks donts les contraintes ne respectent pas
toutes MvD. Les notations suivantes signifient :

– Family : nom de famille de benchmarks
– N : nombre d’instances ternaires testées de cette

famille
– n : nombre de variables
– e/e’ : nombre de contraintes / nombre de

contraintes ternaires
– E : nombre de contraintes décomposables.

Pour le cas général, si nous ne connaissons pas la ré-
partition de variables en trois sous-ensembles disjoints,
la vérification de cette propriété semble être plus com-
plexe.

1. Une instance CSP est dite bivalente si la taille de tous les
domaines de variables est inférieure ou égale à deux.

2. voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAI08 pour plus de
détails.



Family N n e/e’ E

ssa 1 757 847/479 460
aim-100 24 100 263/261 136
primes-* 16 100 46/23 16
travellingSalesman-* 30 69 290/23 1

Table 1 – Résultats expérimentaux de certains bench-
marks ternaires montrant le nombre de contraintes
MvD.

Théorème 2 Étant donnée une contrainte C`, véri-
fier si C` satisfait DMvD est NP-complet.

Preuve : Non détaillée par manque d’espace. Nous
spécifions que la preuve s’appuie sur une réduction
polynomiale du problème 3-SAT connu pour être NP-
complet. 2

Nous pouvons aussi définir un niveau plus élevé de
MvD pour les contraintes non-binaires.

Définition 4 (dépendance multivaluée forte)

Étant donnée une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous
disons que C` satisfait la dépendance multivaluée forte
(SMvD pour strong multivalued dependency) si quels
que soient les trois sous-ensembles disjoints de va-
riables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK , nous
avons C` satisfait DMvD. Une instance non-binaire
I = (V,D,C) satisfait la dépendance multivaluée forte
si chaque contrainte non-binaire C` ∈ C est SMvD.

Revenons à l’exemple 1, la contrainte C` n’est pas
SMvD car si on considère VI = {Vj , Vk}, VJ = {Vi} et
VK = {Vm}, C` ne satisfait pas DMvD.

Avant de conclure cette section, nous devons préci-
ser les points suivants. Pour une contrainte C` avec
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , si nous n’avons pas VI �
VJ , VK nous ne pouvons rien infirmer à propos de
VJ � VI , VK et VK � VI , VJ . Nous signalons éga-
lement que si VJ � VI , VK et VK � VI , VJ nous ne
pouvons rien confirmer pour VI � VJ , VK .

4 Décomposition basée sur l’interdépen-
dance

Dans cette section, nous présentons une nouvelle
règle, que nous appelons interdépendance, permet-
tant la décomposition de contraintes non-binaires sans
perte de satisfiabilité. L’interdépendance est définie
comme suit :

Définition 5 (interdépendance) Une contrainte
C` d’arité a` ≥ 3 satisfait l’interdépendance
(ID pour interdependency) s’il existe trois sous-
ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK

tel que ∀vI ∈ R(C`)[VI ],∀vJ , v′J ∈ R(C`)[VJ ] et
∀vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] si
• (vI , vJ , vK) ∈ R(C`)
• (vI , v

′
J , v

′
K) ∈ R(C`)

alors il n’existe aucun v′I tel que
• (v′I , v

′
J , vK) ∈ R(C`) ou

• (v′I , vJ , v
′
K) ∈ R(C`)

Dans ce cas, nous disons aussi que VI , VJ et VK

sont interdépendants (ID). Une instance I = (V,D,C)
satisfait l’interdépendance si chaque contrainte non-
binaire C` ∈ C satisfait ID.

Comme pour la dépendance multivaluée, une
contrainte C` dont la portée peut être partitionnée
en trois sous-ensembles disjoints de variables interdé-
pendants est décomposable en trois contraintes d’arité
inférieure à celle de la contrainte originelle.

Théorème 3 Si une contrainte d’arité quelconque
C` satisfait ID, alors elle est décomposable en trois
contraintes C`[VI ], C`[VJ ] et C`[VK ] sans perte de sa-
tisfiabilité.

Preuve : (par l’absurde) Soit C` une contrainte
d’arité quelconque qui satisfait ID, nous prouvons
par l’absurde que la décomposition de contraintes ID
préserve la satisfiabilité. Donc, nous supposons qu’il
existe une affectation A qui ne viole aucune nouvelles
contraintes (obtenues après décomposition) sans satis-
faire la contrainte originelle C`. Donc, il existe trois
sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK tel
que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C` satisfait ID. Dans
ce cas, nous pouvons exprimer A comme (vI , vJ , vK).
Comme A viole C`, il existe trois tuples t1, t2 et t3
appartenant à R(C`) tel que

– t1[VI ] = vI , t1[VJ ] = vJ et t1[VK ] = v′K (1),
– t2[VI ] = vI , t2[VJ ] = v′J et t2[VK ] = vK (2),
– t3[VI ] = v′I , t3[VJ ] = vJ et t3[VK ] = vK (3).

Nous précisons que vI doit être différent de v′I (pa-
reillement pour vJ , vK et v′J , v′K). Autrement, A ne
viole pas C`. Dans ce cas, nous pouvons écrire
• (vI , vJ , v

′
K) ∈ R(C`)

• (vI , v
′
J , vK) ∈ R(C`)

et par définition de ID, il n’existe aucun v′I 6= vI tel
que
• (v′I , vJ , vK) ∈ R(C`) (a)

ce qui se contredit avec (3) et donc la décomposition
de contraintes ID préserve la satisfiabilité. 2

Exemple 2 Ce deuxième exemple illustre le cas d’une
contrainte C` d’arité quatre et sa relation associée. En
considérant VI = {Vi}, VJ = {Vm, Vj} et VK = {Vk},
C` satisfait ID, donc elle est décomposable en trois
contraintes C ′

`, C
′′
` et C ′′′

` . Les tables ci-dessous repré-
sentent les quatre relations R(C`), R(C ′

`), R(C ′′
` ) et

R(C ′′′
` ).



R(C`)
Vi Vm Vj Vk

vi v′m v′j vk
vi vm vj v′k
v′i vm v′j v′k

R(C ′
`) R(C ′′

` ) R(C ′′′
` )

Vi Vm Vj Vm Vj Vk Vi Vk

vi v
′
m v′j v′m v′j vk vi vk

vi vm vj vm vj v′k vi v
′
k

v′i vm v′j vm v′j v′k v′i v
′
k

Malheureusement, l’interdépendance ne garantie
pas la décomposition de contraintes non-binaires en
contraintes binaires équivalentes. Pour cela, nous in-
troduisons l’interdépendance décrémentale.

Définition 6 (interdépendance décrémentale)

Étant donnée une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous
disons que C` satisfait l’interdépendance décrémentale
(DID pour decremental interdependency) si

1. il existe une partition VI , VJ et VK tel que
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et C` satisfait ID

2. aI + aJ ≥ 3 alors C`[VI ∪ VJ ] satisfait DID.

3. aI + aK ≥ 3 alors C`[VI ∪ VK ] satisfait DID.

4. aJ + aK ≥ 3 alors C`[VJ ∪ VK ] satisfait DID.

Une instance non-binaire I = (V,D,C) satisfait
l’interdépendance décrémentale si chaque contrainte
non-binaire C` ∈ C est DID.

Nous pouvons maintenant déduire que DID est une
condition suffisante pour décomposer une contrainte
non-binaire en un ensemble de contraintes binaires
équivalentes. Comme nous l’avons mentionné dans la
définition précédente, la contrainte C` sera récursive-
ment décomposée en respectant la proposition 3.

Théorème 4 Si une contrainte C` satisfait DID,
alors elle sera décomposée en un ensemble de
contraintes binaires sans perte de satisfiabilité.

Preuve : (par induction) Il est clair que DID est ré-
cursivement définie et basée sur ID. Nous prouvons par
induction que quelle que soit l’arité a` de la contrainte
C` la décomposition de contraintes qui satisfont DID
préserve la satisfiabilité.

– cas de base : pour a` = 3, nous avons mon-
tré dans le théorème 3 que la décomposition de
contraintes ID préserve la satisfiabilité.

– hypothèse d’induction : nous supposons que la
satisfiabilité est préservée pour a` ≤ p− 1.

– cas inductif : nous prouvons qu’elle restera pré-
servée quand a` = p. Comme C` satisfait DID,
elle est donc décomposable en trois contraintes bi-
naires C`[VI∪VJ ], C`[VJ ∪VK ] et C`[VI∪VK ] sans
perte de satisfiabilité, chacune de ses nouvelles
contraintes a une arité inférieure à p. Nous avons
supposé que lorsqu’une contrainte satisfait DID et
son arité est inférieure à p, elle est récursivement
décomposable en un ensemble de contraintes bi-
naires sans perte de satisfiabilité.

La décomposition de contraintes DID préserve la sa-
tisfiabilité quelle que soit l’arité de la contrainte. 2

Nous pouvons constater que la contrainte C` de
l’exemple 2 est DID car les deux contraintes d’arité
trois C ′

` et C ′′
` satisfont évidemment ID.

Étant donnés une contrainte C` et trois sous-
ensembles disjoints de variables VI , VJ et VK tel que
S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , vérifier si C` satisfait DID par
rapport à VI , VJ et VK peut se réaliser en temps po-
lynomial. Par contre, dans le cas général, déterminer
s’il existe trois sous-ensembles disjoints VI , VJ et VK

tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK est NP-complet.

Proposition 4 Étant donnés une contrainte C` et
trois sous-ensembles disjoints de variables VI , VJ et
VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK , vérifier si C` satis-
fait DID par rapport à VI , VJ et VK peut se réaliser
en temps polynomial.

Preuve : Similaire à la preuve de la proposition 2 2.

Théorème 5 Étant donnée une contrainte C`, tester
s’il existe trois sous-ensembles disjoints de variables
VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK et VI , VJ

et VK sont DID est NP-complet.

Preuve : Supprimée pour manque d’espace. comme
pour le théorème 2, nous devons encore spécifier que
cette preuve repose sur une réduction polynomiale du
problème 3-SAT bien connu pour être NP-complet. 2

Contrairement à la dépendance multivaluée, l’in-
terdépendance est symétrique, c’est-à-dire si une
contrainte C` avec S(C`) = {Vi, Vj , Vk} est ID par
rapport à la variable Vi, elle le sera aussi par rapport
aux variables Vj et Vk. Par conséquent, nous n’avons
pas à tester la propriété pour les trois variables, il suffit
d’avoir un résultat d’une variable de S(C`).

Pour le cas ternaire, cette propriété peut être véri-
fiée, pour une contrainte donnée, en temps polynomial
(O(d.r2log(r))) alors que la décomposition d’une telle
contrainte peut se réaliser en temps linéaire (O(r)).
Ceci nous conduit à la proposition suivante.

Proposition 5 La classe d’instances ternaires biva-
lentes qui satisfont l’interdépendance est polynomiale.

Preuve : Similaire à la preuve de la proposition 3. 2
D’un point de vue expérimental, tous les bench-

marks qui satisfont MvD sont aussi ID en plus de
certaines autres instances de la famille primes-20 et
primes-30. Toutes ces instances satisfont soit la classe
polynomiale décrite dans la proposition 5, soit BTP 3

3. Une instance binaire I satisfait Broken Triangle Pro-
perty (BTP) par rapport à un ordre sur les variables < si,
pour tout triplet de variables (Vi, Vj , Vk) tel que Vi < Vj < Vk,
si (vi, vj) ∈ R(Cij), (vi, v

′
k) ∈ R(Cik) et (vj , v

′′
k ) ∈ R(Cjk),

alors soit (vi, v
′′
k ) ∈ R(Cik), soit (vj , v

′
k) ∈ R(Cjk).



Family N n e/e’ E

ssa 1 757 847/479 273
pret 8 105 70/70 35
dubois 13 98 65/65 64
travellingSalesman-* 30 69 290/23 1

Table 2 – Résultats expérimentaux sur quelques
benchmarks ternaires montrant le nombre de
contraintes ID.

[5] ou soit DBTP 4 [10]. De plus, les instances binaires
obtenues sont mieux résolues par MAC que les ins-
tances ternaires originelles.

Pour quelques instances appartenant à dubois, pret
et primes, toutes les contraintes ternaires sauf une ont
été remplacées par des contraintes binaires. Globale-
ment, nous avons réussi à convertir 86 benchmarks de
581 considérés (ce qui représente environ 14% au to-
tal).

Maintenant, nous définissons l’interdépendance
forte.

Définition 7 (interdépendance forte) Étant don-
née une contrainte C` avec a` ≥ 3, nous disons que
C` satisfait l’interdépendance forte (SID pour strong
interdependency) si pour chaque trois sous-ensembles
disjoints de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) =
VI ∪ VJ ∪ VK , nous avons C` satisfait DID. Une ins-
tance non-binaire I = (V,D,C) satisfait l’interdépen-
dance forte si chaque contrainte non-binaire C` ∈ C
satisfait SID.

Pour l’exemple 2, la contrainte C` ne satisfait pas
l’interdépendance forte en considérant VI = {Vm, Vk},
VJ = {Vj} et VK = {Vi}.

Pour finir, nous définissons comment une contrainte
pourrait être parfaitement décomposable.

Définition 8 (décomposition parfaite) Une
contrainte d’arité quelconque C` est parfaitement
décomposable si elle satisfait l’interdépendance pour
chaque trois sous-ensembles disjoints VI , VJ et VK tel
que S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK .

Nous montrons que les contraintes parfaitement dé-
composables possèdent une propriété intéressante qui
sera utilisée dans la suite.

Lemme 1 Une contrainte d’arité quelconque C` satis-
fait ID pour chaque triplet de sous-ensembles disjoints
de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) = VI∪VJ∪VK ,
si et seulement si, C`[{Vi, Vj , Vk}] satisfait ID pour
chaque triplet de variables Vi, Vj et Vk ∈ S(C`).

4. DBTP est une extension de BTP aux instances d’arité
quelconque en utilisant le codage dual.

Preuve : (⇒) Pour une contrainte C`, nous sup-
posons qu’elle satisfait ID tous trois sous-ensembles
disjoints de variables VI , VJ et VK tel que S(C`) =
VI ∪VJ ∪VK alors qu’il existe Vi, Vj et Vk ∈ S(C`) tel
que C`[{Vi, Vj , Vk}] ne satisfait pas ID. Donc, il existe
vi, v

′
i ∈ Di, vj , v

′
j ∈ Dj et vk, v

′
k ∈ Dk tel que

– (vi, vj , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}]
– (vi, v

′
j , v

′
k) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] et

– (v′i, v
′
j , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] (ou (v′i, vj , v

′
k) ∈

R(C`)[{Vi, Vj , Vk}]).
Dans ce cas, il est obligatoire que vi du premier tuple
(vi, vj , vk) appartienne à vI et vi du second tuple
(vi, v

′
j , v

′
k) appartienne à v′I qui est différent de vI , au-

trement VI , VJ et VK ne sont pas ID. Pour cela, il
existe vm, v′m ∈ Dm (Vm ∈ VI) tel que vI [{Vi, Vm}] =
(vi, vm) et v′I [{Vi, Vm}] = (v′i, vm). Si nous considérons
une autre répartition, c’est-à-dire VI = VI − {Vm} et
VJ = VJ ∪ {Vm}, VI , VJ et VK ne sont pas ID ce qui
est impossible car cela contredit notre hypothèse.
(⇐) Supposons pour une contrainte donnée C` qu’il
existe trois sous-ensembles disjoints de variables VI ,
VJ et VK (avec S(C`) = VI ∪VJ ∪VK) qui ne sont pas
ID bien que Vi, Vj et Vk sont ID pour tout Vi, Vj , Vk ∈
S(C`). Alors, ∃vI , v′I ∈ R(C`)[VI ], vJ , v

′
J ∈ R(C`)[VJ ],

vK , v′K ∈ R(C`)[VK ] de telle façon que
– (vI , vJ , vK) ∈ R(C`),
– (vI , v

′
J , v

′
K) ∈ R(C`) et

– (v′I , v
′
J , vK) ∈ R(C`) (ou (v′I , vJ , v

′
K) ∈ R(C`))

vI 6= v′I =⇒ ∃Vi ∈ VI tel que vI [{Vi}] 6= v′I [{Vi}], nous
notons vi = vI [{Vi}] et v′i = v′I [{Vi}]. D’une façon si-
milaire, nous obtenons vj = vJ [{Vj}], v′j = v′J [{Vj}],
vk = vK [{Vk}] et v′k = v′K [{Vk}]. Ceci implique
que (vi, vj , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}], (vi, v

′
j , v

′
k) ∈

R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] et (v′i, v
′
j , vk) ∈ R(C`)[{Vi, Vj , Vk}].

Par conséquent, Vi, Vj et Vk ne sont pas ID ce qui
contredit notre hypothèse. 2

Nous établissons maintenant le lien entre l’interdé-
pendance forte et la décomposition parfaite.

Corollaire 1 Si une contrainte C` satisfait l’interdé-
pendance forte, alors elle est parfaitement décompo-
sable.

5 Comparaison entre les deux règles

Ici, nous prouvons que les deux règles de décompo-
sition sont différentes et qu’il n’existe aucun lien entre
les deux approches.

Proposition 6 L’interdépendance et la dépendance
multivaluée sont incomparables.

Preuve : Nous devons juste noter que certaines
contraintes de la famille de benchmarks dubois sont
décomposables en considérant l’interdépendance mais



pas en considérant la dépendance multivaluée. Cer-
tains autres (comme ssa) ont des contraintes qui sont
décomposables en utilisant la dépendance multivaluée
mais pas en utilisant l’interdépendance. Finalement,
nous avons certains benchmarks qui sont décompo-
sables en considérant les deux règles (comme primes-

Dimacs). 2
Nous pouvons finalement signaler que même lors-

qu’une contrainte C` avec S(C`) = VI ∪ VJ ∪ VK est
décomposable en considérant MvD et par rapport à VI ,
VJ et VK , ceci n’impliquera rien sur la décomposition
en considérant ID.

6 Travaux connexes

D’une part, nous pouvons constater que la notion
de décomposition traitée dans ce papier pourrait être
comparée à la notion de transformation introduite
dans [12] sauf que cette dernière, telle qu’elle est dé-
finie, n’autorise pas la décomposition de contraintes.
Certains autres travaux [16, 18] ont étudiés aupara-
vant la décomposabilité de contraintes mais en se ba-
sant sur des règles différentes inspirées dans certains
cas de la théorie des bases de données relationnelles.
Nous devons aussi signaler que les propositions 3 et
5 sont forcément des cas particuliers des classes de
Schaefer [23], modulo renommage des valeurs.

D’autre part, plusieurs autres travaux ont étudié la
décomposition et en particulier pour les contraintes
globales. Pour des raisons d’espace, nous nous limi-
tons ici aux contraintes All-Diff [20]. Pour cela, nous
supposons que toutes les variables possèdent le même
domaine (et par conséquent vi = vj = vk et v′i = v′j =
v′k, etc.). Nous montrons que les contraintes All-Diff
sont décomposables en considérant l’interdépendance
et pas la dépendance multivaluée.

Théorème 6 Toute contrainte non-binaire All-Diff
est parfaitement décomposable.

Preuve : Pour le cas ternaire, toute contrainte C` avec
S(C`) = {Vi, Vj , Vk} est parfaitement décomposable
car si nous avons (vi, v

′
j , v

′′
k ) ∈ R(C`) et (vi, v

′′
j , v

′
k) ∈

R(C`) alors il est impossible que v′′′i ∈ Di existe tel
que (v′′′i , v′j , v

′
k) ∈ R(C`) et (v′′′i , v′′j , v

′′
k ) ∈ R(C`) vu

que v′j et v′k sont égaux et ils ne peuvent pas apparâıtre
dans un même tuple (par définition de contrainte All-
Diff). Pour le cas général, supposons qu’il est possible
d’avoir une contrainte All-Diff non-binaire qui n’est
pas parfaitement décomposable. D’après le lemme 1,
il existe Vi, Vj , et Vk ∈ S(C`) tel que Vi, Vj et Vk ne
sont pas ID. Puisque R(C`)[{Vi, Vj , Vk}] est aussi All-
Diff, il en résulte que cette contrainte ternaire All-Diff
est parfaitement décomposable, ce qui est impossible.
2

Théorème 7 Les contraintes All-Diff ne sont pas dé-
composable en considérant la dépendance multivaluée.

Preuve : Étant donnée une contrainte C` avec
S(C`) = {Vi, Vj , Vk}, si nous avons (vi, v

′
j , v

′′
k ) ∈ R(C`)

et (vi, v
′′
j , v

′
k) ∈ R(C`), nous devons avoir (vi, v

′
j , v

′
k) ∈

R(C`) et (vi, v
′′
j , v

′′
k ) ∈ R(C`) pour que C` soit dé-

composable. Mais nous savons que ceci est impossible
à cause de l’affectation d’une même valeur à des va-
riables différentes dans un tuple (par définition des
contraintes All-Diff). 2

Enfin, nous signalons que certaines contraintes glo-
bales paramétrées comme AtMost et AtLeast ne sa-
tisfont ni la dépendance multivaluée ni l’interdépen-
dance.

7 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit, dans un pre-
mier temps, deux nouvelles règles pour tester si une
contrainte non-binaire est décomposable en un en-
semble de contraintes binaires (ou non-binaires d’arité
inférieure à celle de la contrainte originelle) sans perte
de satisfiabilité. La première règle est basée sur une no-
tion qui a été précédemment introduite dans la théo-
rie des bases de données relationnelles. La deuxième
s’est appuyée sur le concept d’interdépendance entre
les valeurs de variables appartenant à la porté de la
contrainte. Notre étude est accompagnée d’une ex-
périmentation qui montre l’applicabilité de ces deux
règles sur les instances ternaires surtout qu’elles ap-
partiennent toutes à des classes polynomiales connues.
Dans un second temps, nous avons montré que la dé-
pendance multivaluée et l’interdépendance sont diffé-
rentes. Ensuite, nous les avons testées sur quelques
contraintes globales avant de les comparer à certains
travaux précédents. Dans le futur, plusieurs pistes
méritent d’être étudiées. Tout d’abord, il faut tes-
ter si notre approche peut être appliquée sur cer-
taines contraintes globales de l’état de l’art autre que
les contraintes All-Diff. Ensuite, une deuxième piste
consiste à savoir si les instances transformées en consi-
dérant une de nos deux approches sont incluses dans
une classe polynomiale connue ou si elles définissent
une nouvelle classe traitable.
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